
 

Παράρτηµα 4 

ΓΕΙΩΣΗ ΣΕ Ε∆ΑΦΟΣ ΜΕ ΗΜΙΣΦΑΙΡΙΚΗ ∆ΙΑΣΤΡΩΜΑΤΩΣΗ  

Π4.1 Παραγωγή αναλυτικών εκφράσεων (Περιοχή Ι) 

Π4.1.1 Οριοθέτηση του προβλήµατος 

Σε κάθε περιοχή του χώρου µε ειδική αντίσταση εδάφους ρ, σε σηµείο r=r0 της 

οποίας υπάρχει σηµειακή πηγή σταθερού ρεύµατος I, από την 3η εξίσωση του 

Maxwell ισχύει: 

)( 0rrI rrr
−⋅⋅=Ε∇ δρ   (Π4.1.α) 

και  

A
t
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∂
∂

−−∇=   (Π4.1.β) 

Όµως, επειδή το πεδίο δεν είναι χρονοµεταβλητό, ισχύει 0=
∂
∂
t

. Εποµένως, o 

συνδυασµός των δύο παραπάνω εξισώσεων δίνει: 
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Σχήµα Π4.1: Εδάφη µε ηµισφαιρική διαστρωµάτωση 
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Θεωρείται η τριστρωµατική δοµή του εδάφους του σχήµατος Π4.1 [181]. Τα δύο 

οµόκεντρα ηµισφαίρια ακτίνων α1 και α2, χωρίζουν το έδαφος σε τρεις περιοχές I, II 

και III, οι οποίες έχουν ειδική αντίσταση ρ1, ρ2 και ρ3 αντίστοιχα. 

Εξετάζεται η περίπτωση µίας σηµειακής πηγής ρεύµατος, σε ένα µέσο το οποίο 

χωρίζεται σε τρεις περιοχές από δύο οµόκεντρες σφαίρες και του οποίου το µισό 

είναι αέρας, όπως φαίνεται στο σχήµα Π4.1. Στην περίπτωση που η πηγή ρεύµατος 

είναι στην περιοχή I (r0<α1), οι µερικές διαφορικές εξισώσεις που ισχύουν για κάθε 

περιοχή είναι [181]: 

)( 01
2 rrIVI

rr
−⋅⋅−=∇ δρ , για r<α1  (Π4.3.α) 

02 =∇ IIV , για α1<r<α2 (Π4.3.β) 

02 =∇ IIIV , για r>α2 (Π4.3.γ) 

Προκειµένου να επιλυθεί η πρώτη εξίσωση του παραπάνω συστήµατος εξισώσεων, 

η οποία είναι Poisson, γίνεται η αντικατάσταση [181, 247, 248]:  
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Για το σύστηµα των σφαιρικών συντεταγµένων ισχύει ότι: 

∑∑
∞

= = >

<

>

−⋅⋅⋅⋅







⋅⋅

+
−

⋅=
− 0 0

00
0

)](cos[)(cos)(cos1
)!(
)!(

||
1

n

n

m

m
n

m
n

n

m mPP
r
r

rmn
mn

rr
φφθθεrr

 (Π4.5) 

όπου r>=Max(r,r0), r<=Min(r,r0), ενώ  είναι τα πολυώνυµα ή 

συναρτήσεις Legendre πρώτου είδους [247, 248] και ε

)(cos),(cos 0 θθ m
n

m
n PP
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[247] µε  
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Έτσι, το σύστηµα (Π4.3) µετατρέπεται σε Laplace [247]: 

02 =′∇ IV , για r<α1  (Π4.6.α) 
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02 =∇ IIV , για α1<r<α2  (Π4.6.β) 

02 =∇ IIIV , για r>α2 (Π4.6.γ) 

Π4.1.2 Γενικές λύσεις των µερικών διαφορικών εξισώσεων 

Η (Π4.6.α) έχει σε γενική µορφή την ακόλουθη λύση: 
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Οι συντελεστές ,  είναι προσδιοριστέοι. Όµως, επειδή 

αναζητούνται φραγµένες λύσεις, οι συναρτήσεις Legendre Q  δευτέρου 

είδους που απειρίζονται πρέπει να µην εµφανίζονται στη λύση [247]. Άρα για τον 

συντελεστή  ισχύει =0 και επιπλέον, επειδή ο όρος r
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Στην εξαγωγή της παραπάνω σχέσης έχει ληφθεί υπ’ όψιν ότι ισχύει (από την 

τριγωνοµετρία): 

)](cos[)](sin[)cos()sin( 00 φφφφφφ −⋅⋅′=+⋅⋅′=⋅⋅′+⋅⋅′ mMmMmBmA mnmnmnmn  
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µε 2'2'
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Αντικαθιστώντας την (Π4.7.β) και την (Π4.5) στη (Π4.4) προκύπτει: 
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Όσον αφορά τη σχέση (Π4.7.γ) πρέπει να σηµειωθεί ότι είναι r<=r0 και r>=r. Άρα η 

(Π4.7.γ) γράφεται: 

∑∑
∞

= =
+ −⋅⋅⋅








⋅+⋅⋅=

0
0

0
1

0
1 )](cos[)(cos

n

m
n

n

m

n
mnn

n

mnI mPrA
r

r
IV φφθρ  (Π4.7.ε) 

Όµοια η (Π4.6.β) έχει λύση: 
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  (Π4.7.στ) )]cos()sin([ φφ ⋅⋅′′+⋅⋅′′⋅ mBmA mnmn

Ανάλογα µε προηγουµένως, επειδή το πολυώνυµο Legendre Q απειρίζεται, 

πρέπει ο συντελεστής . Άρα, η λύση γίνεται: 
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Τέλος, η εξίσωση (Π4.6.γ) δέχεται ως λύση: 

∑∑
∞

= =
+ ⋅′′′+⋅′′′⋅⋅′′′+⋅′′′=

0 0
1

)](cos)(cos[)
1

(
n

n

m

m
nmn

m
nmnnmn

n
mnIII QGPE

r
DrCV θθ  

  (Π4.7.η) )]cos()sin([ φφ ⋅⋅′′′+⋅⋅′′′⋅ mBmA mnmn

Ανάλογα µε τα προεκτεθέντα, επειδή το πολυώνυµο Legendre 

απειρίζεται, πρέπει ο συντελεστής 0  και, επειδή η r)(cosθm
nQ =′′′mnG n απειρίζεται 

για r→∞ , έπεται ότι . Εποµένως: 0=′′′mnC
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Άρα, τελικά οι εξισώσεις που προκύπτουν από τις (Π4.7.γ), (Π4.7.ζ) και (Π4.7.θ), 

λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι r0<α1, είναι συγκεντρωτικά οι εξής: 
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Π4.1.3 Οριακές συνθήκες του προβλήµατος 

Στα σύνορα (r=α1 και r=α2) πρέπει να ισχύουν οι εξισώσεις συνέχειας του 

δυναµικού, οπότε: 

1
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1
| arIIVarIV ===  (Π4.9.α) 
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2
|
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| arIIIVarIIV ===  (Π4.9.β) 

Επίσης, στα σύνορα (r=α1 και r=α2) πρέπει να είναι ίσες και οι εφαπτοµενικές 

συνιστώσες, οπότε: 
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Είναι εµφανές, από τις οριακές συνθήκες, ότι πρέπει να υπολογιστούν οι µερικές 

παράγωγοι των λύσεων που προηγήθηκαν στις εξισώσεις (Π4.8). 

Έτσι, ισχύει: 
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Από την πρώτη οριακή συνθήκη (Π4.9.α) και µε τη βοήθεια των εξισώσεων (Π4.8.α) 

και (Π4.8.β) προκύπτει ότι: 
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Από τη δεύτερη οριακή συνθήκη (Π4.9.β) και µε τη βοήθεια των εξισώσεων 

(Π4.8.β) και (Π4.8.γ) λαµβάνεται: 

2
|

2
| arIIIVarIIV === ⇒   {r=α2>r0) 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 4 258 



 

∑∑
∞

= =
+ =−⋅⋅⋅







⋅+⋅

0
0

0
1

2
2 )](cos[)(cos

1

n

m
n

n

m
nmn

n
mn mP

a
CaB φφθ  

∑∑
∞

= =
+ −⋅⋅⋅⋅

0 0
01

2

)](cos[)(cos
1

n

n

m

m
nnmn mP

a
D φφθ   

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε την οποία προέκυψε η σχέση (Π4.12.α), 

λαµβάνεται από την παραπάνω σχέση: 
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Από τη οριακή συνθήκη (Π4.10.α) προκύπτει, µε την βοήθεια των (Π4.11.α) και 

(Π4.11.β), ότι: 
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, η οποία οδήγησε στις σχέσεις (Π4.12.α) και 

(Π4.12.β), προκύπτει από την παραπάνω σχέση: 
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Από τη οριακή συνθήκη (Π4.10.β) προκύπτει, µε τη βοήθεια των (Π4.11.β) και 

(Π4.11.γ), ότι : 
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, η οποία κατέληξε στις σχέσεις (Π4.12.α), 

(Π4.12.β) και (Π4.12.γ), προκύπτει από την παραπάνω σχέση: 
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Συγκεντρωτικά δηµιουργείται το σύστηµα: 
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 (Π4.13) 

Π4.1.4 Επίλυση του 4 επί 4 γραµµικού συστήµατος 

Για την επίλυση του συστήµατος που προέκυψε χρησιµοποιήθηκε το πρόγραµµα 

Mathematica. Η λύση του προηγούµενου συστήµατος (Σ) είναι: 99Amn→
−
H1+nLImna1−1−2nr0n ρ1Ha11+2n Hnρ1+ H1+nL ρ2L Hρ2−ρ3L +a21+2n Hρ1− ρ2L HH1+nL ρ2 +nρ3LL

nH1+nLa11+2n Hρ1− ρ2L Hρ2− ρ3L +a21+2nHH1+nL ρ1+nρ2L HH1+nL ρ2 +nρ3L ,

Bmn→ −
H1+nL H1+2nLImnr0nρ1 ρ2Hρ2− ρ3L

nH1+nLa11+2nHρ1 − ρ2L Hρ2− ρ3L +a21+2n HH1+nL ρ1 +nρ2L HH1+nL ρ2+nρ3L ,
Cmn→ H1+2nLImna21+2nr0n ρ1ρ2 HH1+nL ρ2 +nρ3L

nH1+nLa11+2n Hρ1− ρ2L Hρ2 − ρ3L +a21+2nHH1+nL ρ1+nρ2L HH1+nL ρ2+nρ3L,
Dmn→ H1+2nL2Imna21+2nr0n ρ1ρ2 ρ3

n 1+n a11+2n ρ1− ρ2 ρ2 − ρ3 +a21+2n 1+n ρ1+nρ2 1+n ρ2+nρ3 ==H L H L H L HH L L HH L L  
 (Π4.14) 
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Η παραπάνω παραγοντοποιηµένη λύση απλοποιήθηκε περαιτέρω, ώστε να είναι πιο 

εύχρηστη.  
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Π4.1.5 Εύρεση της έκφρασης του δυναµικού σε κάθε περιοχή  

Παρακάτω γίνεται η ανάλυση µε την οποία οι λύσεις της σχέσης (Π4.8) µπορούν να 

δοθούν µε τη βοήθεια των συναρτήσεων Legendre, αλλά στην κανονικοποιηµένη 

τους µορφή. Έτσι, από τις σχέσεις (Π4.4) και (Π4.7.β) προκύπτει: 

)](cos[)(cos
||4 0 0
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∞
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⋅
=

n

n
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n
mnI mPrA

rr

I
V φφθ

π
ρ

rr  (Π4.17) 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω τις σχέσεις (Π4.15) και (Π4.7.δ) λαµβάνεται: 
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Όµοια από τις σχέσεις (Π4.8.β), (Π4.15) και (Π4.7.δ) προκύπτει: 
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Τέλος, από τις σχέσεις (Π4.8.γ), (Π4.15) και (Π4.7.δ) προκύπτει: 

∑∑
∞

= =

⋅⋅
+⋅
+⋅

⋅⋅
⋅
⋅

=
0 0

00
3

2
1 ),,,(

)1(
)12(

4 n

n

m

m
nmIII nn

nI
V φφθθΥ

∆
∆

ε
π

ρ
 (Π4.22) 

όπου 

10
2

3
3

1
+

⋅⋅= n
n

r
r

ρ
ρ

∆  (Π4.23) 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 4 262 



 

Στην εξαγωγή των παραπάνω σχέσεων έχουν ληφθεί υπ’ όψιν οι σχέσεις που δίνουν 

τις κανονικοποιηµένες συναρτήσεις Legendre, οι οποίες είναι [247, 248]: 

)]0(cos[)(cos)(cos),,,( 000 φφθθφφθθ −⋅⋅⋅= mm
nSm
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nY  (Π4.24) 
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Π4.2 Παραγωγή αναλυτικών εκφράσεων (Περιοχή ΙΙ) 

Π4.2.1 Περίπτωση σηµειακής πηγής ρεύµατος στην περιοχή II 

Στην παράγραφο αυτή εξετάζεται η περίπτωση που η πηγή ρεύµατος βρίσκεται στην 

περιοχή II (α1< r0<α2). Όταν η σηµειακή πηγή είναι στην περιοχή II, οι µερικές 

διαφορικές εξισώσεις που ισχύουν για κάθε περιοχή σε σφαιρικές συντεταγµένες, 

λόγω της σφαιρικής συµµετρίας, είναι: 

02 =∇ IV , για r<α1 (Π4.27.α) 

)( 02
2 rrIVII

rr
−⋅⋅−=∇ δρ , για α1<r<α2 (Π4.27.β) 

02 =∇ IIIV ,  για r>α2 (Π4.27.γ) 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία επίλυσης, όπως στην περίπτωση που η σηµειακή 

πηγή βρισκόταν στην περιοχή Ι, η οποία αναλύθηκε στην παράγραφο Π4.1, η λύση 

είναι η εξής: 
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